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1 Uvod

Cliffordovo algebro praviloma spremlja antikomutacijska relacija {7“,7”} L=

21, Elemente, ki ustrezajo taksni relaciji najdemo tako v klasiéni kvantni fiziki,
npr. Paulijeve matrike (o), kot v relativistiéni kvantni fiziki, npr. Diracove
oz. gama matrike (v*). Ti dve podroé¢ji pa nista edini. V zadnjem ¢asu se
Cliffordova algebra pojavlja tudi v ra¢unalnistvu ter robotiki [5, 3] in predstavlja
zelo ucinkovito in uspesno orodje za hitro resevanje geometrijskih problemov in
analizo ve¢ dimenzijskih signalov. To je med drugim zelo pomembno ravno pri
robotih, saj zelimo da bi bil njihov odzivni ¢as (Perception-Action Cycle) kolikor
se da kratek.

Clifford je v svoji algebri zdruzil Grassmannovo zunanjo algebro in Hamiltonove
kvaternione ter prisel do zelo splosne geometrijske algebre, ki je popolnoma
neodvisna od koordinatnega sistema in zna operirati z objekti poljubnih di-
menzij in oblik hkrati. Lahko re¢emo, da je Cliffordova algebra posplositev
kompleksnih §tevil, kvaternionov, vektorskega produkta in drugih matemati¢nih
konceptov [4].

Za¢nimo kar z geometrijsko algebro, ki je identi¢na Cliffordovi, le da njene
elemente interpretiramo kot geometrijski objekte kot so tocke, premice, ravnine,
itd.

2 Geometrijska algebra

2.1 Definicije in primeri v 3D

Geometrijsko (Cliffordovo) algebro v treh dimenzijah Cl3 tvorijo elementi é; €
R3, é; = {é1,é2,é3}. Za te elemente veljajo naslednja pravila

ei6; = —éjéi, (1)
e = 1, (2)
& L oé (3)



Prva relacija je znano antikomutacijsko pravilo, druga pa skrbi za normal-
izacijo. Ce je iz uvoda 7"/ matrika s samimi enicami po diagonali, je ta relacija
identi¢na relacijama (1, 2) .

Poglejmo si primer. Pomnozimo vektorja @ = a1é1 + asés ter b= bié1+byés
in upostevajmo zgornji relaciji (1, 2)

@b = (a1é1 + agés) (b1é1 + baéa) = a1by + asbs + (a1by — ashy) é16és.

Prva dva ¢lena nas spominjata na skalarni produkt, druga dva pa nekako
na vektorski produkt s to razliko, da kot rezultat ne dobimo vektorja, temvec
produkt dveh elementov - bivektor. Zgornji produkt zapiSemo Se malce drugace

Gb=a-b+anb

in ga poimenujemo geometrijski produkt. Geometrijski produkt je sestavljen
iz vsote skalarnega produkta in zunanjega produkta. Za ta dva produkta veljajo
naslednja pravila

€ -6 =1 eiNé; =0, (4)

éi-éjzo éi/\éj:—éj/\éi. (5)

Ce bi med seboj pomnozili tri vektorje, ki kazejo v poljubni smeri v pros-
toru (npr. ¥ = v1é1 + voéy + v3é3), bi po geometrijskem mnozenju v rezultatu
nastopala linearna kombinacija vseh moznih produktov elementov iz R3, od
skalarja pa do produkta vseh treh elementov. Bazni elementi geometrijske al-
gebre so torej vsi elementi, ki jih dobimo z mnozenjem generatorjev. Zato se
element Cliffordove algebre v treh dimenzijah (Q € Cl3) enolitno zapise kot

Q = qol + q1é1 + q262 + q3é3 + q1€162 + g5€1€63 + €263 + qré1é2€3.

| C3 ||| 1 | b | €3 | €3 | €12 | €31 | €23 | €123 |
d 1 € €y €3 €12 €31 €23 | €03
€1 €1 1 €12 —€31 €2 —€3 €123 €23
€2 €2 —€12 1 €23 —e €123 €3 €31
€3 €3 €31 —€a23 1 €123 €1 —€2 €12
€12 €12 —€2 €1 €123 —1 €23 —©31 | —€3
€31 €31 €3 €123 —e —e23 -1 €12 —e2
€23 €23 €123 —e3 €2 €31 —€12 —1 —e1
€123 123 €23 €31 €12 —©3 —€2 —€ ol

Tabela 1: Vsi produkti elementov CI3 [1].

Cliffordova algebra, ki jo tvorijo bazni vektorji iz R?® ima 23 = 8 baznih
elementov, torej vse mozne kombinacije, vkljuéno s skalarjem. Zaradi pregled-
nosti vpeljimo zapis é;é; = é;;. Produkte baznih vektorjev Cliffordove algebre v



treh dimenzijah predstavlja (tabela 1). Zadnji element, ki predstavlja produkt
vseh generatorjev se imenuje pseudoskalar in je v Cliffordovi algebri Se posebej
pomemben. V Cl3 ga oznac¢imo kot

Zanj velja, da komutira z vsemi elementi Cliffordove algebre in da je njegov
kvadrat enak 2 = —1.

Elemente, ki so linearna kombinacija é; imenujemo vektorji, tiste, ki so lin-
earna kombinacija €;€; imenujemo bivektorje, naslednje trivektorje itd. Bivek-
torje, trivektorje in naslednje enostavno izracunamo tako, da naredimo ustrezno
Stevilo zunanjih produktov med ustreznimi nekomplanarnimi vektorji. Nared-
imo primer za bivektor. Upostevati moramo seveda pravila (4 in 5)

L
>
S

= (@161 + a2é2 + azéz) A (b1é1 + baéa + bzéz) =

= (a1b2 - b1a2)é12 + (a1b3 - b1aa)é13 + (azb:s - bzas)é23~

V geometrijski algebri si lahko te elemente tudi graficno predstavljamo.
Skalar je ekvivalenten tocki v izhodisc¢u (slika 1.a), vektor usmerjeni premici
(slika 1.b), bivektor orientirani ploskvi (slika 1.c) in trivektor orientiranem volumnu
(slika 1.d). V naSem primeru, ko smo v treh dimenzijah so trivektorji tudi pseu-
doskalarji.

Slika 1: Reprezentacija Cliffordovih elementov v geometriji [1].

Pomembno je poudariti, da oblika teh elementov ni definirana, definirana je
le dolzina vektorja, plos¢ina bivektorja, volumen trivektorja itd.

Videli smo, da s skalarnim produktom dveh vektorjev dobimo skalar, z zu-
nanjim produktom pa bivektor. Iz tega lahko zaklju¢imo, da skalarni produkt
nekako zmanjsuje dimenzijo vhodnih elementov, medtem ko zunanji produkt
dimenzijo vhodnih elementov povecuje.

Skalarni produkt moramo Se malo popraviti. Nasi elementi so razlicnih
dimenzij in ¢e zelimo skalarno pomnoziti dva razlicno dimenzionalna ne do-
bimo veé skalarja. Zato skalarni produkt redefiniramo tako, da je dimenzional-
nost rezultata enaka razliki dimenzij vhodnih elementov. Drugi element zman-
jSamo za dimenzijo prvega, Ce pa sta elementa enake dimenzije ra¢unamo, kakor



ze znamo. Skalarni produkt poimenujemo notranji produkt in ga oznacimo z
A.B. Notranji produkt predstavlja komplement pravokotne projekcije A na
B. Naredimo ilustrativen primer. Z notranjim produktom pomnozimo vektor
U = aéy + a’é3 ter bivektor B = béiq

vaB = (aé1 + a/ég)Jbélg = abég

Geometrijski produkt je zelo zanimiv predvsem zato, ker lahko definiramo
njegov inverz. Poljubnemu elementu te geometrijske algebre lahko pripisemo
inverzno vrednost (A € Cl3)

A

A=
ALA’

_ kadar je ALA # 0, kjer je A nasprotni A, torej ¢e je A = a A b A C je
A = ZAbAd Hitro se da preverit, da je ALA skalar in da ima inverz enako
dimenzionalnost kot zacetni element.

Do sedaj smo definirali in pokazali dovolj lastnosti, da lahko prikazemo prak-
ti¢no uporabo geometrijske algebre.

2.2 Resevanje geometricnih enacb

Z dosedanjim znanjem ze lahko algebrai¢no reSimo geometrijske probleme kot
so projekcije, rotacije, itd.

xAa

Ve (x-a)/a

Slika 2: (a) projekcija in rejekcija & glede na @. (b) Zrcanjenje & ¢ez @ [1].

Ko poznamo inverz geometrijskega produkta, lahko z lahkoto izra¢unamo
komponento vektorja Z, ki je pravokotna na vektor @ (slika 2.a). Vemo, da je
zunanji produkt med dvema vzporednima vektorjema enak ni¢ (enacba 4) in da
je skalarni produkt med dvema pravokotnima vektorjema prav tako enak nic.
Zato velja

Ziad=0 in fAJZ(fl+f‘|) ANd=7T; Nd.

Zapisimo geometrijski produkt



—

Fiud+Z, Nd=2Z,d=TANd.
Pomnozimo z desne z inverznim @ in dobimo reSitev

FL=(FAE)a (6)

Projekcijo vektorja & na vektor @ dobimo $e enostavneje z razmislekom, da
je skalarni produkt vektorjev 7 in @ enak geometrijskemu produktu vektorjev
Z| in @ (saj je zunanji produkt enak nic) (slika 2.a)
fa = 7.d,

fH = (fJCﬁl‘)Cﬁl‘il. (7)

Na hitro si poglejmo §e zrcaljenje vektorja & ¢ez vektor @ (slika 2.b). Zr-
calna slika vektorja & ima v primerjavi z vektorjem le nasprotno predznaceno
pravokotno komponento glede na vektor @

=3 -7 = (T.a) al'—(@FAd)ad = (@r+any)at = (d’)f(c‘i)_l ,
kjer smo upostevali izraza (6), (7) in komutativnost notranjega produkta ter
antikomutativnost zunanjega produkta (5).

Iz teh treh enostavnih primerov operiranja z geometrijskimi elementi na
popolnoma algebrai¢ni na¢in vidimo mo¢ geometrijske algebre. Ta mo¢ pa se Se
poglobi, saj lahko geometrijsko (Cliffordovo) algebro enostavno posplosimo na
ve¢ dimenzij, kjer je ra¢unanje z objekti prav tako enostavno.

2.3 Posplositev v nD

V n dimenzijah imamo n generatorjev {é1, és, ..., é,}, kateri tvorijo 2" baznih
elementov Cliffordove algebre. Zanje Se vedno velja antikomutacijska relacija

posplosimo pa norme oz. kvadrate teh generatorjev

2 = +1; 1<i<p
& = -1 p+1<i<p+gq
& = 0 ptq+l<i<p+tqg+r

Taksno Cliffordovo algebro poimenujemo Clp, 4., kjer je p 4+ ¢+ 7 =n in te
indekse imenujemo podpis Cliffordove algebre. Na primer, Evklidsko algebra, o
kateri smo govorili v prejsnjem delu, oznacimo z Cl3 g .

Geometrijski produkt, notranji in zunanji produkt, inverz, izrazi za projek-
cije, zrcaljenja, itd. ostajajo enaki kot smo definirali v prejsnjem poglavju.
Razlika je le, da sedaj operiramo z visje dimenzijskimi objekti.



Morda je dobro v tem delu poudariti pomembnost pseudoskalarja I. Vsak
element, ki ga pomnozimo s pseudoskalarjem, postane njegov dualni element
dimenzije n—m, ¢e je n dimenzija prostora, m pa dimenzija zacetnega elementa.
Oglejmo si primer v treh dimenzijah. Bivektor predstavlja ravnino v prostoru.
Ce ga pomnozimo s pseudoskalarjem dobimo vektor, ki pa predstavlja normalo
na to ravnino. Zato lahko na primer vektorski produkt definiramo kot zunanji
produkt dveh vektorjev pomnozen s pseudoskalarjem [2]

axz?:—(am?)f.

3 Motorna algebra

3.1 DMotorji, rotorji in translatorji

V tem delu bomo pokazali kako lahko z geometrijsko algebro relativno preprosto
rac¢unamo gibanje robotov, oz. modeliramo povezne mehanske ¢lene z gibljivimi
sklepi ali raztegljivimi roc¢icami. Radi bi torej racunali rotacije in translacije
geometrijskih objektov v prostoru. Vec o tem v [3, 5, 6].

3.1.1 3D rotacije

Za zacetek si oglejmo rotacije elementov v treh dimenzijah. Zunanji produkt
dveh pravokotnih vektorjev npr. é; in é; je bivektor é;;, ki predstavlja ravnino
na kateri lezita vektorja é; in é;. Ce ta bivektor geometrijsko pomnozimo z éj,
dobimo vektor é;. Torej bivektor é;; rotira vektorje za kot -90° v usmerjeni
ravnini, ki jo predstavlja, njegov kvadrat pa je enak éfj = —1. V treh dimen-
zijah imamo tri takSne bivektorje, €23, €13 in €15. Vsi trije rotirajo vektorje v
svojih ravninah za -90°, njihov kvadrat je enak —1, produkt vseh treh je prav
tako enak —1 in ¢e pomnozimo prva dva dobimo tretjega, kar lahko se ciklicno
permutiramo.

Te lastnost so natanko enake lastnostim kvaternionov [2]. Ce postavimo
i= €23, j = €13 In k= €12 za njih velja

P2=2=k=0ik = -1,
iy = k,

kjer lahko zadnjo relacijo ciklicno permutiramo. Iz algebre kvaternionov
velja, da lahko poljubno rotacijo v treh dimenzijah izracunamo z enotskim
kvaternionim, za katerega velja RR = 1, kjer je R = aop + ayi + azj + agl%,
R pa ustrezna nasprotna vrednost. To znamo v geometrijski algebri zapisati z
ustreznimi bivektorji in skalarjem. Kvaternionska algebra je potemtakem podm-
nozica geometrijske algebre v treh dimenzijah Cls .

V geometrijski algebri lahko rotacijo izvedemo z dvema zaporednima zrcal-
jenjema. Najprej zrcalimo vektor T Cez m nato pa Se ¢ez 7

P =arn ! = amam 7 = (Am) 2 (@m) " = RZR~! = RZR.



Geometrijski produkt med dvema vektorjema lahko zamenjamo z vsoto skalarnega

in zunanjega produkta. Zunanjega pa lahko zapisemo s pseudoskalarjem pom-
nozenim vektorskim produktom

mi=17-m+ I(7i x m) = |n||m|cos(¢) + I |n||m|sin(),

kjer je ¥ enotski vektor. Ce zrcalimo preko enotskih vektorjev 7 in 7 in
upostevamo, I2 = —1, dobimo Eulerjevo reprezentacijo rotacije, ki jo imenujemo
rotor

R = il = cos(p) + [Tsin(¢) = e,

kjer je ¥ enotski vektor normale na ravnino v kateri lezita m in 7, torej
ravnino v kateri vrtimo za kot ¢.

3.1.2 3D kinematika v 4D geometrijski algebri

Rotacija je v 3D prostoru linearni operator, to pa ne velja za translacijo. Zato
se posluzimo trika, da objekte iz trirazseznega prostora vlozimo v Stirirazsezni
prostor. To se nazorno vidi v matri¢ni obliki

7Pl_[R T]]F
MR

kjer je R 3 x 3 matrika rotacije, £ pa vektor translacije. Zgornja matrika, ki
je dimenzije 4 x 4 poljuben vektor 4 x 1 zavrti in ga prestavi za vektor .

V nasem primeru, ko Zelimo raCunati gibanje robota, potrebujemo transfor-
macijske objekte, ki elemente Cliffordove algebre zavrtijo in prestavijo. Taksne
transformacijske objekte je Clifford poimenoval “motor” (sestavljanka besed
“moment” in “vektor”) in jih definiral kot objekte, ki rotacijsko os enega ro-
tatorja pretvorijo v rotacijsko os drugega. Tak motor je sestavljen iz dveh delov
ki sta nekako povezana z rotacijskima osema dveh nekomplanarnih rotorjev.
Zaradi te definicije motorje imenujemo tudi dvojni kvaternions.

Zelimo torej linearizirati operacijo translacije. Obravnavanje moramo zato
razsiriti na Stiri dimenzije in uporabiti specialno Cliffordovo podalgebro C’l{; 0.1
kjer plus pomeni, da vzamemo samo sode bazne elemente algebre Cl3 ¢ 1 '

L, {7278, Y371, Taye: a1, Ta¥e, Y413} » I
Lo {emenone sl L
scalar & bivectors unit pseudoscalar

Iz podpisa vidimo, da za Cls g1 velja, 62 = 1,7 =1,2,3; é2 = 0; [ = é1234 in
I? = 0. V tej specialni podaglebri so elementi prav dvojni kvaternioni. Dvojnost
lahko hitro opazimo. Ce prve tri bazne bivektorje pomnozimo s pseudoskalarjem
dobimo ustrezne tri druge, trivialno pa to velja tudi za skalar. Kot primer, dvojni
element bivektorja és3 je I1éa3 = €41. Zaradi dvojne narave teh elementov lahko
poljuben Q € 01;0,1 zapisemo kot



Q=q1+ Igo,

kjer sta g1 in go kvaterniona (¢ = ag + a1éa3 + a2é31 + aséia), Q pa kot ze
vemo imenujemo dvojni kvaternion (bikvaternion).

Ce sta kvaterniona normirana (sta torej rotorja) lahko motor M & Cl;’O’1
zapisemo tudi kot [6]

t t
M=R+IR =R+I;R=(1+17)R=TR,

kjer oklepaj poimenujemo translator. Motor je torej produkt translatorja in
rotatorja. To smo tudi pricakovali, saj smo zeleli linearizirat operacijo translacije.
Ker velja I? = I® = ... = 0 lahko translator zapisemo tudi v Eulerjevi obliki

t
T:<1+I2>:eI .

3.1.3 Reprezentacija tock v Cly,

[V

V prostoru 01;0,1 smo spoznali konstrukte, ki elemente rotirajo in translirajo.
Sedaj pa si oglejmo, kako zapiSemo geometrijske elemente, na primer tocke, v
tem prostoru.

Tocko ¥ = w161 + x2és + x3é3 iz treh dimenzij predstavimo v C’l{;m1 v
bivektorski bazi [5]

X = 1+4méaq + r2€42 + 23643
= 1+ (w1693 + 12631 + 3612)
= 1+17.
Podobno se da zapisati tudi érte in ravnine, vendar tega ne bomo potrebovali.
Preizkusimo, kako deluje motor na tako podani tocki. Podobno kot pri rotaciji

moramo zacetno tocko pomnoziti z motorjem iz leve in s konjugirano vrednostjo
iz desne

X' = MXM
TR(1+ IZ)RT

- <1+I§> (1+IR§:’E) <1—|—I§>
- 1+I(Rf}§+i).

Iz zadnjega izraza se nazorno vidi, da motor toc¢ko zavrti (glede na izhodisée)
in prestavi za vektor t. Sedaj, ko znamo predstaviti tocko in jo z linearno
operacijo vrteti ter premikati po prostoru, smo kon¢no pripravljeni na spopad z
roboti.



3.2 Robotska roka

Linearni znacaj motorja je klju¢na lastnost, ki nam bo olajsala opis robota.
Robot je sestavljen iz vecih togih delov, ki so med sabo povezani z vrtljivimi
ali raztegljivimi spoji. Vsak tak del lahko opiSemo z motorjem, te pa zaradi
linearnosti enostavno mozimo enega za drugim, kakor si sledijo gibajoci se ¢leni
pri robotu.

OM; =0 My "My M = ] v M,

n=1

kjer ‘M; prestavi tocko iz j v i. Da ne bomo imeli predolgih enacb bomo
racunali poenostavljeno robotsko roko tipa Stanford [3], ki jo prikazuje (Slika

Slika 3: Slika poenostavljene robotske roke Stanford. Obkrozeni parametri so
spremenljivi [3].



Na sliki so na razlicnih mestih F; oznaceni koordinatni sistemi. Iz enega
pridemo v drugega z dvema motornima tranformacijama, z dolo¢eno, npr. M7,
in s spremenljivo, npr. M} ; (Slika 4)

1—1 _ x z
Mi — M l'i Mﬁ,,dl

[e2%)

Slika 4: a) i-ti ¢len robotske roke s koordinatnimi sistemi. Obkrozeni parameter
je spremenljiv. b) Transformacija iz i-tega do (i-1)-ega ¢lena =1 M; je sestavljan
iz dveh motornih tranformacij My, in M3 , [3].

Tocko v Fj, ki jo gledamo iz F; poimenujmo J P;. Izra¢unajmo, kako se tocka
na koncu nase robotske roke (v F3) zapiSe v koordinatnem sistemu Fy. Tega se
lotimo tako, da toc¢ko v Fy z 2Mjy pretransformiramo v Fa z 'Msy v Fy in z OM;
v Fo. Iz (Slike 3) preberemo ustrezne parametre za transformacijske matrike

0 _ Z0 PZ0 T __ 20 P20 PT1
My = TPRPTyR 4. = TR R,
1 _ Z1 Z1 o Z1 Z1 T2
My = T RjTyRE. =T, R; R,
2 2! z

M; = Tj?RoToRo =T},

postavimo tocko v F3 v izhodisce in izracunajmo ostale

0
3py = 141 0 | =1,
0
. 0
’py = 2M33P3?Ms=1+1| 0 |,
ds



—~ d3 SlIl 192
1P3 = 1M2 2P3 1M2 =141 —dg COS 7.92

—~ d3 SlIl 192 COS(191 d2 Sin(ﬂl)
Py = M 'PyOM, =141 | dssin(¥s)sin(d;) + da cos(v;)
ds cos(P2) + dp

Zadnji izraz predstavlja tocko na koncu nase roke v koordinatnem sistemu
F3. S tem postopkom znamo sedaj izra¢unati toc¢ko na kateremkoli delu poljubno
zapletene robotske roke.

4 Zakljucek

V tem sestavku sem na kratko predstavil osnove Cliffordove algebre, od reprezentacije
geometrijskih elementov pa do geometrijskega produkta. Slednji nam ponuja
zelo mocéno matematiéno orodje, s katerim lahko geometrijske probleme resu-
jemo popolnoma algebrai¢no.

Geometrijska algebra oz. Cliffordova algebra je zaradi tega uporabna na
mnogih podroéjih [3] od obdelave ve¢ dimenzijskih signalov, nevronskih mrez,
racunalniskega vida, pa do manipuliranja z roboti, kar smo si v drugem delu
pogledali tudi mi. Videli smo, da je Cliffordova algebra opis gibanja robotske
roke zelo poenostavila, saj bi lahko dodali se poljubno Stevilo ¢lenov, pa se
tezavnost problema ne bi bistveno spremenila.

Cliffordova algebra je zelo uporabna tudi v fiziki. Poleg kvante mehanike
in relativisticne mehanike se med drugim pojavlja tudi v analiti¢ni oz. klasi¢ni
mehaniki. Videli smo, da se v Cliffordovi algebri posplosijo kompleksna Stevila,
kvaternioni in vektorski produkt, posplosi pa se lahko tudi diferencialna ge-
ometrija [2], oziroma celotna vektorska analiza. Zato menim, da bi bila ge-
ometrijska algebra odlicno orodje fizikom, saj daje posploSen okvir mnogim
matematicnim konstruktom in mogoca preprost skok v naslednje dimenzije, kjer
se najdejo novi in zanimivi problemi.
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